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1. INTRODUCTION
Soit L un groupe libre de rang ﬁni pair 2n ≥ 2. Les termes de sa se´rie
centrale descendante, de´ﬁnis par 0 = L et k+1 = Lk	 pour k ≥ 1, sont
des sous-groupes invariants par tout automorphisme; si nous de´signons
par Nk les quotients nilpotents successifs L/k, la projection canonique
L −→ Nk induit alors des morphismes AutL −→ AutNk. Nielsen [N-2] et
Magnus [Ma] ont montre´ que ces applications sont surjectives pour k = 1
et 2, et dans [Ba], Bachmuth a montre´ que ces cas sont les seuls pour
lesquels il y ait surjectivite´. Cet article a pour objet la de´monstration du
re´sultat suivant:
The´ore`me 1. Soit L un groupe libre de rang pair 2n ≥ 2, la surjection
AutL −→ AutN1 n’est jamais scinde´e.
Dans la premie`re partie nous montrons que le groupeNk+1 est l’extension
verselle (cf. Section 2) de Nk et nous en de´duisons la surjectivite´ du mor-
phisme AutNk+1 −→ AutNk. Dans la deuxie`me partie nous montrons que
la surjection AutN2 −→ AutN1 n’est pas scindable si le rang de L est
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strictement plus grand que 2, ce qui, dans ce cas, implique l’e´nonce´ du
The´ore`me 1. Ensuite nous nous inte´ressons au cas d’un groupe libre de
rang 2. Le groupe N2 est alors isomorphe au groupe de Heisenberg, dont
les e´le´ments sont les matrices de la forme
 1 ∗ ∗0 1 ∗
0 0 1

 avec ∗ ∈ Z
la surjection AutN2 −→ AutN1 est alors scindable, ce qui nous permet
d’expliciter une action de GL2(Z) sur le groupe de Heisenberg. Par contre,
nous montrons que la surjection AutN3 −→ AutN1 n’est pas scindable, ce
qui termine la de´monstration du The´ore`me 1.
Nous de´signerons par H∗G l’homologie d’un groupeG a` coefﬁcients dans
le G-module trivial Z. Les extensions de groupes ou de modules seront
de´signe´s par des lettres entre parenthe`ses −; leur classe de cohomologie
sera de´signe´e par la meˆme lettre mais entre crochets −	.
Remarque 1. La source de cet article est un travail portant sur les
diffe´omorphismes des surfaces, ce qui explique que l’on s’inte´resse aux
groupes libres de rang pair. On peut, en fait, montrer un peu plus que ce
que nous exposons ici, a` savoir que, sans restriction de parite´, si L est libre
de rang ≥2, ni les surjections AutNk+1 −→ AutNk pour k ≥ 2, ni la sur-
jection AutL −→ AutN1 ne sont scindables. Comme les de´monstrations
de ces re´sultats sont pour l’essentiel des prolongements techniques un peu
longs de celles que nous exposons, pour plus de de´tails nous renvoyons le
lecteur a` [Pit].
2. COMPARAISON DE AUTNK+1 ET DE AUTNK
Dans la suite exacte 0 −→ k/k+1 −→ Nk+1 −→ Nk −→ 1, le groupe
abe´lien k/k+1 est le centre de Nk+1. Il en re´sulte que tout automorphisme
de Nk+1 induit un automorphisme de Nk. De´signons par ρk AutNk+1 −→
AutNk le morphisme induit. L’objet de cette partie est la de´monstration du
The´ore`me 2. Pour tout k ≥ 1, le morphisme ρk AutNk+1 −→ AutNk
est surjectif.
Extensions Verselles. Soit G un groupe dont l’abe´lianise´ H1G est un
Z-module libre. De´signons par
v ∈ H2GH2G ∼−→ HomH2GH2G
la pre´image de l’identite´ et par v 0 −→ H2G −→ E −→ G −→ 1 une
extension centrale qui lui correspond. Une extension isomorphe a` v sera
appele´e une extension verselle (de G).
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Lemme 1. Soit φ G −→ G un automorphisme. Les deux e´l´ements φ∗v
et H2φ∗v ∈ H2GH2G sont e´gaux.
De´monstration. Par construction, l’isomorphisme des coefﬁcients uni-
versels H2GH2G ∼−→ HomH2GH2G envoie ces deux e´le´ments
respectivement sur φ ◦ IdH2G = φ et sur IdH2G ◦φ = φ.
Le lemme ci-dessus implique l’existence pour tout φ ∈ AutG d’un dia-
gramme commutatif:
0 H2G E G 1
0 H2G E G 1
H2φ ψ φ
ou` l’automorphisme ψ n’est en ge´ne´ral pas unique. En particulier tout auto-
morphisme de G est induit par un automorphisme de E.
Application. Soit k≥ 1 et G=Nk. Dans ce cas H1G=N1 est bien
un Z-module libre. D’autre part la pre´sentation de Nk 1 −→ k −→
L −→ Nk −→ 1 fournit l’isomorphisme de Hopf h H2Nk ∼−→ LL	 ∩
k/Lk	 = k/k+1. L’extension centrale 0 → k/k+1 −→ Nk+1 →
Nk −→ 1 vk induit un morphisme e H2Nk −→ k/k+1 qu’on ve´riﬁe
eˆtre tautologiquement h. Cette dernie`re extension s’identiﬁe donc via
h a` l’extension verselle de Nk; le the´ore`me en re´sulte alors graˆce a`
l’interpre´tation du Lemme 1.
Proposition 1. Le noyau de ρk est isomorphe a` HomN1H2Nk, nous
avons donc une extension
0 −→ HomN1H2Nk −→ AutNk+1
ρk−→ AutNk −→ 1Ak
De´monstration. Le noyau kerρk est l’ensemble des automorphismes de
Nk+1 qui induisent l’identite´ sur Nk et donc aussi sur H2Nk. Ils sont donc
de la forme nk+1 → f n¯k+1 · nk+1 ou` f appartient a` HomNkH2Nk et
n¯k+1 est la classe de nk+1 dans Nk. Puisque H2Nk est abe´lien, un tel f se
factorise de manie`re unique par H1Nk = N1.
3. E´TUDE DE AUTN2 −→ AUTN1
Comme le groupe L est de rang pair 2n, son abe´lianise´ N1 est isomorphe
a` Z2n et nous pouvons ﬁxer une forme symplectique ω sur N1. Conside´rons
automorphismes des groupes nilpotent libres 515
le diagramme commutatif:
0 1/2 = 2N1 N2 N1 0
0 Z N2 N1 0
ω Id
La premie`re ligne est une extension verselle v1 de N1, et la seconde son
push-out par ω que nous de´signerons par ω∗v1. Comme la classe du
push-out dans H2N1Z  Hom2N1Z est ω, qui est une forme
non-de´ge´ne´re´e, le centre de N2 est Z. Le centre d’un groupe e´tant car-
acte´ristique, nous avons ﬁnalement un morphisme induit Aut N2 −→
AutN1. De´signons les pre´images du groupe symplectique Spω ⊂ AutN1
dans Aut N2 par Aut+N2 et dans AutN2 par Aut+N2, nous avons deux
suites exactes,
0 −→ HomN1 2N1 −→ Aut+N2 −→ Spω −→ 1 e
0 −→ HomN1Z −→ Aut+N2 −→ Spω −→ 1 e¯
L’extension e est obtenue par restriction de l’extension A1, et on ve´riﬁe
que l’extension e¯ est bien suˆr isomorphe au push-out de l’extension e
par l’application HomN1 2N1 −→ HomN1Z induite par ω.
En particulier, si la surjection AutN2 −→ AutN1 se scinde, par restric-
tion, l’extension e aussi, et par push-out il en est de meˆme de l’extension
e¯. Le the´ore`me suivant et son corollaire montrent que la condition de
scindabilite´ de e¯ est sufﬁsament restrictive pour nous permettre de con-
clure dans tous les cas, sauf un.
The´ore`me 3. Les deux conditions suivantes sont e´quivalentes:
(i) e¯ est scindable.
(ii) Il existe une forme quadratique q N1 −→ Z/2Z associe´e a` la
re´duction modulo 2 de ω invariante par Spω.
Corollaire 1. Soit L un groupe libre de rang 2n ≥ 2.
(i) Pour n > 1, la surjection AutL −→ AutN1 n’est pas scindable.
(ii) Pour n = 1, la surjection Aut+N2 −→ Spω est scindable.
De´monstration. Si q de´signe une forme quadratique associe´e a` la
re´duction modulo 2 de ω, la valeur de qw pour w ∈ N1 ne de´pend que
de la classe de w dans N1/2N1 qui est un Z/2Z-espace vectoriel de dimen-
sion 2n. Le groupe Spω agit transitivement sur les vecteurs non nuls de
cet espace et, par conse´quent, une forme quadratique q est invariante si et
seulement si elle est constante sur les vecteurs non nuls.
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Si n > 1, nous pouvons trouver trois e´le´ments line´airement inde´pendents
a1 a2 b dans N1/2N1 tels que ωai b = δi1 et ωa1 a2 = 0. En de´ve-
loppant qa1 + a2 + b, nous obtenons qa1 + a2 + b = qa1 + qa2 +
qb + 1 donc q ne peut pas eˆtre invariante, et par le the´ore`me e¯ n’est
pas scindable, ce qui de´montre le premier point.
Si n = 1, alors 2N1  Z, ω 2N1 −→ Z est l’identite´ et donc e = e¯.
L’application qui vaut 1 sur les trois vecteurs non nuls de Z/2Z× Z/2Z, et
0 sur le vecteur nul, est bien une forme quadratique invariante et, d’apre`s
le the´ore`me, Aut+N2 −→ Sp+ω est scindable.
3.1. De´monstration du The´ore`me 3
L’ide´e de cette de´monstration est d’identiﬁer la classe de l’extension e¯
comme e´tant l’image par l’application bord d’une (unique) classe ιω ∈
H1SpωHomN1N1/2N1, qui par construction est nulle si et seulement
si la condition (ii) du the´ore`me est ve´riﬁe´e.
3.1.1. E´tape 1: Injectivite´ de l’application bord
Par de´ﬁnition, le noyau de l’application bord
δ H1SpωHomN1Z/2Z −→ H2SpωHomN1Z
est le groupe H1SpωHomN1Z, montrons donc que
Lemme 2. Le groupe H1SpωHomN1Z est nul.
De´monstration. Conside´rons un morphisme croise´ f  Spω→ HomN1,
Z et identiﬁons HomN1Z et N1 comme Spω-modules via la forme ω.
Le groupe Spω est engendre´ par les transvections th, ou` h ∈ N1, et la
commutation de th avec −Id donne pour tout h ∈ N1:
2f th = ωf −Id hh
Ceci implique que f −Id est divisible par 2, soit η = 1/2f −Id. L’e´galite´
ci-dessus s’e´crit alors
f th = ωηhh
= −thη − η
Ce qui montre que f est principal.
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3.1.2. E´tape 2: De´ﬁnition de ιω
SoitG un groupe et ρG −→ AffA une repre´sentation afﬁne (a` droite)
de G, ou` A de´signe un espace afﬁne d’espace vectoriel associe´ E. Pour
chaque a ∈ A, de´ﬁnissons fa G −→ E par fag = a · ρg − a. Des pro-
prie´te´s ge´ne´rales des morphismes croise´s (cf., par exemple, [Br, ch. IV]) on
de´duit:
Proposition 2. L’application fa est un morphisme croise´, sa classe fρ ∈
H1GE est inde´pendante du point a choisi. De plus,
fρ = 0 ⇐⇒ l’action de G sur A admet un point ﬁxe.
De´signons par N1 l’ensemble des formes quadratiques q N1 −→
Z/2Z associe´es a` la re´duction modulo 2 de ω. N1 est un espace afﬁne
sous-tendu par HomN1Z/2Z. Le groupe Spω agit de manie`re afﬁne sur
N1; de´signons par ιω ∈ H1SpωHomN1N1/2N1 l’e´le´ment de´ﬁni
par la Proposition 2.
3.1.3. E´tape 3: Identiﬁcation de e¯ est de διω
The´ore`me 4. La classe de l’extension e¯ ∈ H2SpωHomN1Z est
l’image de ιω par l’application bord induite par la suite exacte de Spω-
modules:
0 −→ HomN1Z
×2−→ HomN1Z −→ HomN1Z/2Z −→ 0
De´monstration. Dans Ext2SpωZHomN1Z  H2SpωHomN1Z
la classe de e¯ est celle de l’extension de Spω-modules suivante (cf. [McL,
ch. IV] pour une description de l’isomorphisme ou [Pit, annexe A] pour
une preuve),
0 −→ HomN1Z −→ N1Z
∂−→ Cω∗v1 −→ Z −→ 0 E
ou` N1Z de´signe l’ensemble de fonctions N1 −→ Z et Cω∗v1 l’ensemble
des 2-cocycles qui repre´sentent les classes des multiples de ω∗v1; le mor-
phisme ∂ est donne´ par ∂Fu v = Fu + Fv − Fu + v et le mor-
phisme Cω∗v1 −→ Z par l’application qui a` un cocycle associe l’oppose´ de
sa classe. Cette extension se de´compose en deux suites exactes courtes de
Spω-modules,
0 −→ HomN1Z −→ N1Z −→ N1ZHomN1Z −→ 0 e1
0 −→ N1ZHomN1Z
∂−→ Cω∗v1 −→ Z −→ 0 e2
En d’autres termes, la suite exacte E est l’image de la suite exacte courte
e2 par le morphisme δh associe´ a` l’extension e1 δh Ext1SpωN1Z/
HomN1Z	Z −→ Ext2SpωHomN1ZZ.
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Identiﬁons la classe e2	 ∈ H0 Spω N1Z/HomN1Z correspon-
dant a` l’extension e2.
Les formes quadratiques associe´es a` la re´duction modulo 2 de ω deﬁnis-
sent une unique classe q	 ∈ H0 Spω N1Z/2Z/HomN1Z/2Z, et le
diagramme commutatif
0 N1ZHomN1Z
N1Z
HomN1Z
N1Z/2Z
HomN1Z/2Z 0
0 N1ZHomN1Z Cω∗v1 Z 0
×2
µ
montre que e2	 = δdq	 ou` δd de´signe le bord associe´ a`:
0 N1ZHomN1Z
N1Z
HomN1Z
N1Z/2Z
HomN1Z/2Z 0
×2
Le morphisme µ Cω∗v1 −→ N1Z/HomN1Z est de´ﬁni comme suit:
soit c ∈ Cω∗v1 , comme ω est un cocycle qui repre´sente 2ω∗v1, il existe
un unique n ∈ Z et une unique classe Ic ∈ N1Z/HomN1Z tels que
2c = nω+ ∂Ic , on pose alors µc = Ic .
En effet, comme H2N1Z est sans torsion, le morphisme Cω∗v1 −→ Z
est e´galement donne´ par c → n si 2c = nω + ∂Ic; en particulier, a classe
de la re´duction modulo 2 de Ic pour c repre´sentant ω∗v1 est la classe
dans N1Z/2Z/HomN1Z/2Z d’une forme quadratique associe´e a` la
re´duction modulo 2 de ω.
Par conse´quent:
E	 = δh ◦ δdq	
Conside´rons le diagramme suivant, ou` les lignes et les colonnes sont
exactes:
0 0 0
0 HomN1Z N1Z N1ZHomN1Z 0
0 HomN1Z N1Z N1ZHomN1Z 0
0 HomN1Z/2Z N1Z/2Z N1Z/2ZHomN1Z/2Z 0
0 0 0
×2 ×2 ×2
automorphismes des groupes nilpotent libres 519
Si on de´signe par δh δb δd δg les bords associe´s aux lignes haut et bas,
et aux colonnes droite et gauche, respectivement, alors (cf. [C-E]),
δh ◦ δd = −δg ◦ δb
donc E	 = δh ◦ δdq	 = −δg ◦ δbq	.
Reste a` montrer que −δbq	 = ιω (le signe n’a pas d’importance ici car
les modules en jeu sont des Z/2Z-espaces vectoriels).
Par de´ﬁnition, une extension repre´sentant −δbq	 est obtenue en effec-
tuant le pull-back de
0−→HomN1Z/2Z−→N1Z/2Z−→ N1Z/2ZHomN1Z/2Z −→ 0 b
le long du morphisme Z −→ N1Z/2Z/HomN1Z qui a` 1 associe −q	
=q	. L’extension ainsi obtenue repre´sente un e´le´ment de Ext1SpωZ,
HomN1Z/2Z, qui est canoniquement isomorphe a` H1SpωHomN1
Z/2Z. Comme l’extension (b) est scinde´e sur Z, un 1-cocycle (i.e., un
morphisme croise´) repre´sentant la classe de cohomologie est donne´ par
g → σg	 · g − σq	, ou` σ est une Z-section arbitraire de (b). Par con-
struction, σq	 est alors une forme quadratique associe´e a` la re´duction
modulo 2 de ω et, d’apre`s la construction pre´ce´dant la Proposition 2.1,
−δbq	 = ιω.
3.1.4. Re´capitulation
Par le The´ore`me 4, e¯ est scindable si et seulement si διω = 0, i.e.,
si et seulement si ιω = 0. La Proposition 2 dit alors que cette dernie`re
condition est e´quivalente a` l’existence d’une forme quadratique associe´e a`
la re´duction modulo 2 de ω invariante par Spω.
4. LE CAS DU GROUPE LIBRE DE RANG 2
Soit x y une base d’un groupe libre de rang 2L, dont l’image dans
N1 est une base symplectique a b pour la forme ω. Le choix de cette
base induit des isomorphismes N1  Z × Z et Spω  SL2Z. Le groupe
d’homologie H2N1  2N1 est alors isomorphe a` Z, engendre´ par a ∧ b et
le morphisme induit par la forme symplectique 2N1 −→ Z est l’identite´.
De ce fait, l’extension e˜ construite dans la section pre´ce´dente est encore
l’extension e
0 −→ Hom N1 2N1 −→ Aut+N2 −→ Spω = SL2Z −→ 1
et le Corollaire 1 nous afﬁrme qu’elle est scindable. On peut alors se deman-
der si la scindabilite´ de e implique celle du morphisme ρ1 AutN2 →
AutN1. Conside´rons l’extension classique:
1 −→ SL2Z −→ GL2Z
det−→Z/2Z −→ 1
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Comme H2SL2ZHomN1Z = 0 (Lemme 2) et H0SL2ZHomN1,
Z = HomN1ZSL2Z = 0, la suite spectrale de Hochschild–Serre montre
que
H2GL2ZHomN1Z  H2SL2ZHomN1ZZ/2Z
ou` l’isomorphisme est induit par l’inclusion SL2Z −→ GL2Z. En particulier,
la scindabilite´ de e implique bien celle de ρ1. Ci-dessous nous de´crivons
explicitement une action de SL2Z sur  , ainsi que son extension a` GL2Z.
4.1. Action de SL2Z sur le groupe de Heisenberg
Rappelons que le groupe de Heisenberg  est le groupe multiplicatif des
matrices 3× 3 a` coefﬁcients dans Z de la forme
 1 ∗ ∗0 1 ∗
0 0 1

 
La projection sur la sur-diagonale s’identiﬁe a` la surjection de  sur son
abe´lianise´ et induit une suite exacte 0 −→ Z −→  −→ Z× Z −→ 0 dont
un cocycle est donne´ par αnm n′m′ = nm′.
Rappelons que si G est un groupe abe´lien et A un G-module trivial,
le morphisme H2GA → Hom2GA est donne´ par c	 → x ∧ y →
cx y − cy x, ou` c de´signe un cocycle arbitraire repre´sentant la classe
c	 [Br, ch. IV]. Comme l’antisyme´trise´e de α dans Hom2N1Z est e´gale
a` ω, l’extension ci-dessus est une extension verselle de N1; en particulier,
 est isomorphe a` N2. Connaissant explicitement le cocycle α, il est pos-
sible de donner une formule exacte pour l’action de
(
a b
c d
) ∈ SL2Z elle est
ne´cessairement de la forme(
a b
c d
)
·

 1 u t0 1 v
0 0 1

 =

 1 au+ bv t +φu v0 1 cu+ dv
0 0 1

 
Pour trouver les conditions sur φ, il reste alors a` imposer que ceci soit un
morphisme de groupes et une action.
Par exemple, la formule (ACT ) ci-dessous convient:
ACT 
(
a b
c d
)
·

1 u t0 1 v
0 0 1


=

1 au+bv t+1/21−a−cu+1−b−dv+acu
2+bdv2−1−bc−aduv	
0 1 cu+dv
0 0 1


Le groupe SL2Z est isomorphe a` l’amalgame Z/4Z ∗Z/2Z Z/6Z, ou`
Z/4ZZ/6Z, et Z/2Z sont respectivement engendre´s par
S =
(
0 −1
1 0
)
 T =
(
0 −1
1 1
)
 et − Id
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en particulier,
S ·

 1 u t0 1 v
0 0 1

 =

 1 −v t + v − uv0 1 u
0 0 1

 
T ·

 1 u t0 1 v
0 0 1

 =

 1 −v t +
v1−v
2 − uv
0 1 u+ v
0 0 1

 
S2 ·

 1 u t0 1 v
0 0 1

 = T 3 ·

 1 u t0 1 v
0 0 1


= −Id ·

 1 u t0 1 v
0 0 1

 =

 1 −u t + u+ v0 1 −v
0 0 1

 
La formule ge´ne´rale ci-dessus de´ﬁnit en fait un anti-morphisme de  ,
si M ∈ GL2Z est de de´terminant ne´gatif si h h′ ∈  , alors Mhh′ =
Mh′Mh. On obtient alors une action globale de GL2Z sur  en cor-
rigeant par l’action du de´terminant,
pour M ∈ GL2Z et h ∈  M · h =Mh	det M
ou` Mh	 est donne´ par la formule (ACT ).
On peut se demander si cette section provient d’une section de AutL −→
AutN1, nous montrons ci-dessous qu’il n’en est rien.
Soit G ⊂ AutL le sous-groupe des automorphismes qui ﬁxent le com-
mutateur x y	.
Proposition 3. La surjection AutL
ρ−→ GL2Z induit une extension
centrale 0 −→ Z −→ G −→ SL2Z −→ 0 2 dont la classe est un
ge´ne´rateur de H2SL2ZZ  Z/12Z.
De´monstration. D’apre`s Nielsen [N-1], la pre´image de SL2Z par ρ est
le sous-groupe Aut+ L ⊂ AutL des automorphismes qui envoient x y	
sur l’un de ses conjugue´s, et nous avons une extension 1 −→ L −→
Aut+ L
ρ1−→ SL2Z −→ 1. Les seules conjugaisons qui ﬁxent x y	 sont
les conjugaisons par les x y	n n ∈ Z, d’ou` la suite exacte centrale:
0 −→ Z −→ G −→ SL2Z
Quitte a` modiﬁer un ante´ce´dent d’un e´le´ment de SL2Z dans Aut+ L par
une conjugaison, nous pouvons supposer qu’il est dans le groupe G, ce qui
montre la surjectivite´ de G −→ SL2Z.
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Le calcul des groupes de cohomologie des groupes cycliques montre que
la suite exacte longue en cohomologie associe´e a` l’amalgame Z/4Z ∗Z/2Z
Z/6Z induit une suite exacte courte:
0 −→ H2SL2ZZ −→ H2Z/4ZZ ⊕H2Z/6ZZ
−→ H2Z/2ZZ −→ 0
Pour montrer que l’extension 2 engendre H2SL2ZZ, il sufﬁt de mon-
trer que, restreinte aux groupes Z/4Z et Z/6Z, elle engendre les groupes
H2Z/4ZZ et H2Z/6ZZ et donc de montrer que tous les releve´s des
ge´ne´rateurs S et T de SL2Z dans G ont pour puissance respectivement
quatrie`me et sixie`me la conjugaison par x y	. Des releve´s sont donne´s par
exemple pour S par
σ 
{
x → xyx−1
y → x−1
et pour T par
τ
{
x → xyx−1
y → yx−1
on ve´riﬁe alors que σ4 = τ6 est bien la conjugaison par x y	.
Remarque 2. Les morphismes σ et τ ve´riﬁent
σ2 = τ3
{
x → x y	x−1
y → xy−1x−1
on obtient pour G la pre´sentation G = !σ τ " σ2 = τ3#. Cette pre´sentation
permet de montrer sans appel a` la cohomologie que Aut+N2 −→ SL2Z
est scindable. En effet, comme l’e´le´ment x y	 est central dans N2, l’image
du groupe G ⊂ Aut+ L par le morphisme p Aut+ L −→ Aut+N2 a pour
pre´sentation !pσ pτ " pσ2 = pτ3 pσ4 = pτ6 = 1#, ce qui est
une pre´sentation de SL2Z associe´e aux ge´ne´rateurs S et T . L’action des
matrices S et T induite par cette section est donne´e par
S ·

 1 u t0 1 v
0 0 1

 =

 1 −v t + u− uv0 1 u
0 0 1

 
T ·

 1 u t0 1 v
0 0 1

 =

 1 −v t + u+
v1−v
2 − uv
0 1 u+ v
0 0 1

 
The´ore`me 5. La surjection Aut+ L −→ SL2Z n’est pas scindable donc,
en particulier, la surjection canonique AutL −→ AutN1 n’est pas scindable.
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De´monstration. Raisonnons par l’absurde et conside´rons une section
µ AutN1 −→ AutL. Fixons une section µ+2  Aut+N2 −→ Aut+N1 =
SL2Z. La section µ induit des sections µ3 AutN1 −→ AutN3 et
µ˜2 AutN1 −→ AutN2, mais par le Lemme 2, toutes les sections de
Aut+N2 −→ Aut+N1 sont conjugue´es entre elles et donc quitte a` modiﬁer
µ par une conjugaison, nous pouvons supposer que µ+2 et µ˜
+
2 co¨ıncident.
Par ailleurs, l’isomorphisme de SL2Z-modules N1 −→ 2/3 donne´
par m → x y	m	 induit un isomorphisme de SL2Z-modules entre
ker ρ2 = Hom N1 2/3 et Hom N1N1 muni de l’action naturelle;
nous avons alors un diagramme commutatif
0 Z G SL2Z 1
0 2Z Aut
+N3 Aut
+N2 1
j µ+2
µ+3
ou` 2Z de´signe le groupe additif des matrices 2× 2 a` coefﬁcients entiers et
ou` Z −→ 2Z est de´ﬁnie par 1 → Id. Cette application est bien SL2Z-
e´quivariante. L’existence de µ+3 implique que le push-out de 2 le long
de Z −→ 2Z est une extension scindable. La trace tr 2Z −→ Z est
e´galement SL2Z-e´quivariante et la compose´e Z
j−→2Z
tr−→Z est la mul-
tiplication par 2; nous avons alors 0 = tr∗j∗2 = 22 $= 0 car 2 engendre
H2SL2ZZ = Z/12Z.
En re´sume´, nous avons construit au de´but de ce section des extensions
0−→Hom N1H2Nk−→AutNk+1−→AutNk−→ 1 Ak
pour k ≥ 1 et nous avons montre´ que, dans le cas des quotients nilpotents
des groupes libres de rang 2, ces extensions sont scindables si et seule-
ment si k = 1. Dans ce cas nous avons explicite´ des sections en restriction
au groupe SLZ et nous avons montre´ qu’elles ne se rele`vent pas en
des sections de Aut+ L−→ SL2Z; on peut par ailleurs se demander
si la scindabilite´ ne provient pas simplement du fait que le groupe
H2SL2ZHomZ2Z = H2SL2ZZ2, ou` Z2 est muni de l’action
naturelle, est trivial. Nous montrons ci-dessous qu’il n’en est rien et nous
explicitons la seule extension non triviale.
4.2. Un calcul de la classe non nulle de H2SL2ZZ2
Proposition 4. Le groupe H2SL2ZZ2, ou` Z2 est muni de l’action
naturelle, est isomorphe a` Z/2Z.
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De´monstration. Si G est un groupe cyclique et M un G-module tel que
MG = 0, alors des calculs standard de cohomologie des groupes montrent
que H1GM est isomorphe au module des coinvariants MG, et que ∀p ≥
0 H2pGM = 0 [Br, ch. III]. En bas degre´, la suite exacte longue associe´e
a` la cohomologie de l’amalgame SL2Z = Z/4Z ∗Z/2Z Z/6Z a` coefﬁcients
dans Z2 se re´duit donc a`
0 −→ H1SL2ZZ2 −→ H1Z/4ZZ2 ⊕H1Z/6ZZ2
−→ H1Z/2ZZ2 → H2SL2ZZ2 → 0
Explicitant ces groupes nous obtenons H1Z/4ZZ2 = Z/2Z, engendre´
par la classe de 1 0 ou de 0 1, H1Z/6ZZ2 = 0 et H1Z/2ZZ2 =
Z/2Z⊕Z/2Z engendre´ par les classes de 1 0 et de 0 1. La suite exacte
s’e´crit donc
0 −→ H1SL2ZZ2
= 0 −→ Z/2Z i−→ Z/2Z⊕ Z/2Z −→ H2SL2ZZ2 −→ 0
ou` i est selon le choix du ge´ne´rateur de H1Z/4ZZ2 la premie`re ou la
deuxie`me inclusion canonique.
Il existe donc une unique extension non-scindable de SL2Z par Z2, la
suite exacte longue associe´e a` la suite exacte courte de SL2Z-modules:
0 −→ Z2 −→ Z2 −→ Z/2Z2 −→ 0 montre alors que H1SL2Z, Z/2Z×
Z/2Z  H2SL2ZZ2. D’apre`s la Proposition 2, pour trouver une classe
non nulle, il nous sufﬁt de trouver une action afﬁne et sans points ﬁxes de
SL2Z sur l’espace afﬁne A2 sur Z/2Z× Z/2Z qui rele`ve l’action naturelle
de SL2Z sur Z/2Z×Z/2Z. Pour ce faire, nous allons construire au moyen
de l’action de SL2Z sur un arbre un morphisme surjectif SL2Z −→
AffA2  4 qui rend le diagramme suivant commutatif:
0 Z/2Z× Z/2Z AffA2  4 SL2Z/2Z  3 1
SL2Z
mod 2
Proposition 5. La re´duction modulo 4 de Z induit un morphisme surjectif
SL2Z −→ SL2Z/4Z.
De´monstration. Plus ge´ne´ralement, les matrices e´le´mentaires(
1 w
0 1
)(
1 0
w 1
)

ou` w∈Z/nZ, engendrent SL2Z/nZ et sont bien dans l’image de la
re´duction modulo n.
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Via les projections SL2Z/4Z −→ PSL2Z/4Z et PSL2Z/4Z −→
PSL2Z/2Z, le groupe SL2Z agit donc sur l’arbre ci-dessous, ou` les
six sommets terminaux sont les six e´le´ments de l’espace projectif sur
Z/4Z× Z/4Z et les trois sommets centraux sont les trois points de l’espace
projectif sur Z/2Z× Z/2Z:
3113 3311
11
00
3010 10 01 2123
1232 0103
Comme cet arbre a six sommets terminaux, son groupe d’automor-
phismes AutX est un sous-groupe de 6. Par restriction aux trois areˆtes
centrales, nous obtenons une surjection AutX −→ 3 dont le noyau est
engendre´ par les trois transpositions qui permutent chacune un couple
de sommets terminaux issus du meˆme sommet. Nous avons donc une
extension:
0 −→ Z/2Z3 −→ AutX −→ 3 −→ 1
Lemme 3. Soit 8 Z/2Z3 → Z/2Z l’application somme des coor-
donne´es et Im SL2Z l’image de SL2Z dans AutX. Alors Im SL2Z ∩
Z/2Z3 = kerZ/2Z3 8−→Z/2Z = Z/2Z2 est constitue´ des trois couples
de produits de deux transpositions distinctes.
De´monstration. Le groupe 3 agit sur Z/2Z3 par permutation des
coordonne´es et 8 est alors un morphisme de 3-modules. Le 3-module
Z/2Z3 est somme directe de deux modules simples Z/2Z et ker 8. Pour
de´montrer le lemme, il sufﬁt donc de ve´riﬁer que Im SL2Z ∩ Z/2Z3 ⊂
ker 8. Par exemple, la matrice
(1 2
0 1
) ∈ ker SL2Z → 3, elle laisse ﬁxe
les sommets terminaux 3 0 et 1 2 et permute les autres sommets ter-
minaux.
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En conclusion, nous avons un diagramme commutatif:
0 Z/2Z× Z/2Z ImSL2Z 3 1
SL2Z
mod 2
Or, comme le montre le lemme suivant, il existe, a` isomorphisme pre`s, une
unique extension de 3 par Z/2Z × Z/2Z muni de l’action naturelle et
donc Im SL2Z  4.
Lemme 4. Le groupe H23Z/2Z× Z/2Z, ou` 3 agit en permutant les
trois e´l´ements non nuls de Z/2Z× Z/2Z, est trivial.
De´monstration. Comme 3 est ﬁni, la cohomologie de 3 a` coefﬁ-
cients dans un module M s’injecte dans
⊕
H∈ H
∗HM, ou`  de´signe
un ensemble de repre´sentants des classes de conjugaison des sous-groupes
de Sylow de 3. Pour montrer le lemme, il sufﬁt donc de montrer que,
pour H ∈ H∗HM = 0.
Si H est un 3-Sylow, alors H  Z/3Z et comme 2 est inversible dans H et
annihile le module Z/2Z× Z/2Z, on a bien H∗Z/3ZZ/2Z× Z/2Z = 0.
Si H est un 2-Sylow, alors H  Z/2Z, engendre´ par une transposition. Le
Z/2Z-module Z/2Z × Z/2Z est alors isomorphe a` F2Z/2Z	, l’anneau du
groupe Z/2Z sur le corps a` deux e´le´ments. Comme ZZ/2Z	 est un Z/2Z-
module libre, les groupes HnZ/2ZZZ/2Z	 sont nuls et la suite exacte
longue associe´e a` la suite exacte courte de Z/2Z-modules,
0 −→ ZZ/2Z	 ×2−→ ZZ/2Z	 −→ F2Z/2Z	 −→ 0
montre alors, en particulier, que H2HZ/2Z× Z/2Z = 0.
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